HMPQS fiir Dummies

Zentralperspektive eines vierdimensionalen Hyperwiirfels.
Der Hamiltonsche Pfad erreicht jede der 16 Ecken.

Abstract: HMPQS, Hypercube Polynomial Quadratic Sieve, ist der schnellste
bekannte Algorithmus zur Faktorisierung ganzer Zahlen bis zu etwa 110 Dezimal-
stellen. Fiir grofere Zahlen ist das erheblich kompliziertere GNFS (allgemeines
Zahlenkérpersieb) schneller. Diese Beschreibung bezieht sich auf meine Common-LISP
Implementierung des ,, HMPQS with one large prime* und erkldirt die wichtigsten
zahlentheoretischen Grundlagen. Beziige auf den Quelltext sind in der Schrift

abgesetzt. Es folgt zundchst eine Erlduterung des QS, dessen Diskussion das HMPQS
motiviert.
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Gesucht ist ein nichttrivialer Teiler von n€IN
Wenn n zusammengesetzt ist, so wufte schon Fermat, dann 148t es sich als
Differenz zweier Quadrate schreiben:  n=(u+v)-(u—v)=u’—v* . Tatséchlich reicht
es mitunter, zwei Quadrate zu finden, die dieser schwicheren Kongruenz geniigen:
u'—v’=0 (mod n) ,
denn es folgt direkt, gcd(u+v,n)|n und ged(u—v,n)|n . Zur Berechnung des
grofiten gemeinsamen Teilers verwendet man z.B. den euklidischen Algorithmus.

Mit u==+v (modn) wiirden wir allerdings nur triviale Teiler finden, also suchen
wir nach  u*=v? (mod n) mit u#+v (modn) und es besteht eine gewisse Wahr-

scheinlichkeit einen nichttrivialen Teiler zu finden.

QS
Das quadratische Sieb (QS) ist ein Faktorisierungsalgorithmus, der Losungen fiir
u’=v*(mod n) findet. Dazu ,,siebt man aus systematisch erzeugten x:—n solche

heraus, die sich zu einer Losung multiplizieren lassen. Hat man beispielsweise
X{=n=py-p, , x;—n=pyp; und x;—n=pyp,
fiir drei Primzahlen p; p, p; gefunden, dann folgt aus
(xf—n)-(x%—n)-(x?—n)Zplpz'pgpg']h P
die gesuchte Losung (x,x,x3)°=(p, p3 ps)° (modn)

Def. B-glatt. Sei B eine Teilmenge der Primzahlen. Eine natiirliche Zahl ist B-glatt,
wenn alle ihre Primfaktoren in B enthalten sind. (Anmerkung: Die gidngige Definition
fiir "x k-glatt" ist, kein Primfaktor von x ist gro3er als k. Die Menge B enthélt in diesem
Fall also alle Primzahlen kleiner oder gleich £.)

In unserem Beispiel war also die ,,Faktorbasis*“ B Z{ P, Do, p3} und x; X, x; sind
B-glatt. Offensichtlich benétigt das QS eine geeignete Faktorbasis B und effiziente
Verfahren zum Finden von B-glatten x;—n einerseits (Sieb) und zum Kombinieren

solcher zu Quadraten andererseits (Elimination).
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Die Faktorbasis

Sei p ein Primfaktor von x’—n , also p|x2—n , dann ist x°=n (mod p) . Da
x existiert, mull » also quadratischer Rest modulo p sein. Die Faktorbasis B muf} also
nur Primzahlen p enthalten, fiir die das Legendre-Symbol (%)Z-H ist. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist etwa —é , denn es gibt ’%1 quadratische Reste modulo p.
(Das Legendre-Symbol ist als verallgemeinertes Jacobi-Symbol implementiert).

Es ist einfacher B-glatte Zahlen zu finden, wenn die Faktoren der Faktorbasis eher
klein sind, daher wihlt man B={—1]U {p| p prim A p<p,.. A (%):+1}

Die —1 erweist sich als sinnvoll, denn wir erweitern damit den Begriff B-glatt auf
alle ganze Zahlen. Auch ist immer 2€B ,denn 0=0° und 1=1* . (Anmerkung:
Nun kann sich fiir ein gegebenes n eine Faktorbasis ergeben, in der sehr viele kleinere
Primzahlen fehlen. Dadurch sinkt die Wahrscheinlichkeit, dass ein xX’—n B-glatt ist.
Multipliziert man #» nun mit einer kleinen ungeraden Primzahl, ergibt sich moglicher-
weise eine giinstigere Faktorbasis, die den Nachteil, dass » nun etwas groBer ist, mehr

als kompensiert. Siche dazu density.)

Wie grof3 soll man die Faktorbasis wéhlen? Je grofler B ist, desto leichter ist es B-
glatte Zahlen zu finden, desto mehr B-glatte Zahlen bendtigt man aber und umso
rechenintensiver wird es daraus ein Quadrat zu multiplizieren. In der Literatur findet
man #Boptweﬁ/ 4InnIntns , wobei der aktuelle optimale Wert (factor-base-size)
implementationsabhéngig ist und letztendlich durch den zur Verfligung stehenden
Speicher begrenzt ist. Uns interessieren hier nur die Gro3enordnungen:

Fir n~10", 10, 10" bendtigt man etwa # B~400, 4 000, 25 000 Faktoren.

Das Sieb

Je kleiner |x;—n| ist, umso wahrscheinlicher ist x;—n B-glatt. Also suchen wir

in der Ndhe von x~+/n . Nun konnte man z.B. fiir alle x in einem geeigneten Intervall
X:=[[Vn]-M;[Vn]+M] durch Probedivision mit den Elementen der Faktorbasis
die B-glatten x;—n finden. Das ist zu langsam, und der wichtigste Trick des QS ist,
vor der Probedivision mit einer schlauen Heuristik solche x auszusieben, die mit hoher

Wahrscheinlichkeit B-glatte x*—5 erzeugen.

Das Sieb S wird zunichst fir alle x€X initialisiert: S, «[log,|x*—n|] . Das sind
kleine ganze Zahlen, und wir realisieren ilog2 durch die LISP-Funktion integer-
length. Statt aufwéndig zu dividieren subtrahieren wir auf ganze Zahlen abgerundete
Logarithmen. Mit einem kleinen zahlentheoretischen Trick lassen sich ndmlich fiir

jedes p,EB alle x€X ermitteln, fiir die p |x’—n gilt.
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Angenommen wir kennen eine Zahl 7; mit p), | ri——n . Dann ist fiir alle z€Z
auch (rj+z-pj)2—n=r§—n+(22rj+ z2pj)-pj durch p; teilbar.

Fir alle X€XN{r +zp [zEZ} gilt also p,|x*—n und wir setzen an diesen
[(2M +1)/p,] Positionen S,<S —[log,p,| . Das laBt sich effektiv durchfiihren,
man beachte, dass lediglich Additionen mit ganzen Zahlen stattfinden. Nachdem man
alle p JEB\{—I} auf diese Art "eingesiebt" hat, ist es einfach, gute Kandidaten fiir
B-glatte x*—5n zu finden, denn dort ist S,~0 . In der Praxis durchsucht man das
Sieb nach Positionen, an denen S, kleiner als ein gewisser Schwellenwert
(threshold) ist, fiir den [log,max B] eine gute Heuristik ist. Ob diese x*—n
tatsdchlich B-glatt sind, ermittelt man dann durch Probedivision.

Nun ist es so, dass kleine Faktoren p; beim Einsieben die grofite Miihe machen,
andererseits nur einen geringen Effekt auf S, haben. Es hat sich herausgestellt, dass
es glinstig ist, P; unter einer gewissen Schranke (omit-below), nicht einzusieben,
und stattdessen den Schwellenwert etwas gréfer zu wiahlen. AuBlerdem sei hier erwéhnt,
dass man natiirlich auch Potenzen der p; einsieben konnte, aber der Rechenaufwand

steht auch hier in keinem Verhiltnis zum Nutzen.

Wie findet man nun ein 7; , das r_Z/En (mod p;) erfullt? r; existiert, denn,
wir erinnern uns, 7 ist quadratischer Rest modulo p; . Statt einfach 0, 1, ..., p,—1
auszuprobieren, benutzen wir den genialen Shanks-Tonelli-Algorithmus. Er basiert auf
einer schrittweisen "Verbesserung" einer angenommen Zahl und wurde als
sqrtmododdprime bzw. sqrtmodprime implementiert.

De facto exisitieren fiir jede ungerade Primzahl p; zwei modulare Quadrat-
wurzeln von n, ndmlich ein mit dem Shanks-Tonelli-Algorithmus gefundenes 7; und

—r;=p,;—r; (mod p,) und man sollte gehdrigst auch beide Losungen einsieben.

Die Elimination

Wie 14Bt sich nun aus einer Menge von B-glatten Zahlen ein Quadrat zurecht-
multiplizieren? Offensichtlich miissen alle Primzahlexponenten gerade werden. Die

Gleichungen, die wir ausgesiebt haben, haben die Form x?—”l:H P’ . Uns
p,EB

. . . . 2__ e e g . .
interessiert zundchst nur die Kongruenz X;= H p jf(mod n) . Multiplizieren wir
p,EB

nun z.B. die Kongruenzen fiir x; und x, ,erhalten wir

(xi %=1 pj " (mod n)

p;EB
Um herauszufinden, ob ein Primzahlexponent e, ;+e, ; gerade ist, miissen wir
lediglich wissen, ob €, ; gerade ist und ob €, ; gerade ist, d.h. uns interessieren

eigentlich nur die e, ;mod 2 und die Multiplikation zweier Kongruenzen wird auf der
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rechten Seite zur Addition zweier Vektoren aus Z7 . Das klingt nach Informations-
verlust, aber die rechte Seite 148t sich ja aus x; und X, rekonstruieren (Wir merken
uns X; und X, in xarray). Somit ergibt sich ein lineares Gleichungssystem, das sich
mit dem Gaussschen Eliminationsverfahren 16sen 143t und allméhlich ddmmert uns,
dass wir etwa #B Gleichungen bendtigen, damit alle Primzahlexponenten gerade

werden.

Anders formuliert: Wir wandeln jede ausgesiebte Gleichung X?—n:H Py in
p,EB

eine Relation der Form
(i}, {Jle;, ;mod2=1})

um, wir merken uns also nur die "unquadratischen Primfaktoren". Die Multiplikation
zweier Gleichungen entspricht dann dieser Verkniipfung zweier Relationen:

<11;J1> X <12" J2> = <11*12 , Jl*J2>
wobei mit M *M,:=(M,UM,)\(M,NM,) die Exklusiv-Oder-Verkniipfung der
Mengen M, und M, bezeichnet wird (isomorph der Additionim Z7 ).

Mein einfacher Algorithmus put-into-its-bucket ist aus dem Gaussschen Elimi-
nationsverfahren abgeleitet. Jedem p,€B wird ein leerer Eimer bucket ;< nil zu-
geordnet. Jede neue Relation wird in "ithren" Eimer geworfen, entsprechend des grofiten
Primfaktors, der einen ungeraden Exponenten hat. Ist der Eimer bereits besetzt, wird die
Relation mit dem Inhalt des Eimers verkniipft. Dadurch verschwindet der ungerade
Primzahlexponent und wir wiederholen den Vorgang mit der so gewonnenen Relation.

put-into-its-bucket ((7,;J)) :
if J={] thentry-to-solve (/)
else if bucket,, ,=nil then bucket,, ,—{I;J)
else put-into-its-bucket (bucket,,,. ,X{I,;J))

max J

Spéatestens wenn alle Eimer voll sind, fiihrt das Hinzufiigen einer weiteren Relation
dazu, dass alle Primzahlexponenten gerade werden und wir erhalten eine Relation
(I;{}) ,die der gesuchten Kongruenz u?=v* (mod n) entspricht. Es ist dann
u=[]x ud v=y]] (x>-n)eN
i€l iel
Man beachte, dass hier eine Quadratwurzel aus einer sehr grolen Zahl gezogen wird.
Sollte nun ged (uxv,n) nur triviale Teiler von n ergeben, erhalten wir mit jeder
weiteren Relation eine neue Chance.

In meiner Implementation wird die Suche nach Teilern von n erst dann beendet,
wenn n komplett faktorisiert wurde. Dabei wird auf neu gewonnene Teiler (vgl. new-
factor) ein probabilistischer Primzahltest (primeq) angewendet. Zusammengesetzte
Teiler lassen sich moglicherweise durch gcd-Verkniipfung mit bereits bekannten
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Teilern bzw. durch Untersuchung, ob es sich gar um eine Potenz handelt (power-
breaker), stiarker faktorisieren.

Die Relationen werden in meiner Implementation nicht durch Bit-Vektoren aus
Z‘ZB | reprasentiert. Diese Vektoren sind fiir neu gewonnene Relationen extrem diinn
besetzt und eine Darstellung als Mengen, reprisentiert durch sortierte Listen erschien
mir effektiver und dsthetischer. Die Faktoren fallen bei der Probedivision bereits in
sortierter Reihenfolge an, und der oben beschriebene Algorithmus wird direkt
unterstiitzt, weil max J nicht erst gesucht werden muss, denn es ist ja das erste
Element der Liste. Auch 148t sich die Exklusiv-Oder-Verkniipfung zweier sortierter
Listen mit destruktiven Listenoperationen sehr effektiv umsetzen (xor-merge). In der
Literatur wird erwéhnt, dass die Elimination nicht mehr als 30% der Gesamtlaufzeit
verbrauchen sollte, dieser Wert wird unterboten.

Partielle Relationen

Wenn wir den Schwellenwert des Siebs zu niedrig wihlen, werden uns einige
Relationen durch die Lappen gehen. Wihlen wir den Schwellenwert dagegen zu hoch,
verschwenden wir viel Zeit mit Probedivisionen auf nicht B-glatte Zahlen. Bereits in
den ersten Implementationen des QS wurde ein Trick verwendet: Bleibt bei der
Probedivision von x:—#7 nur ein "kleiner" Rest RZB , also

2
X,—n=R- H pj'l'] R

p,EB
so merken wir uns diese "partielle Relation". Finden wir nun einen weitere partielle
Relation mit gleichem Rest, dann kénnen wir beide Relationen verkniipfen und R unter
den Tisch fallen lassen, denn es wird quadratisch:

(x,xo’= R[] pj (mod n)

J
p,EB
Im Prinzip haben wir die Faktorbasis damit um das Element R®> erweitert. Da es
quadratisch ist, spielt es bei der Elimination mit dem Ziel eine quadratische Kongruenz
zu finden keine Rolle.
Diese Erweiterung heilt OS with one large prime. Tatsichlich ist es aber egal, ob R
prim ist, andererseits kdnnen wir das mit Sicherheit behaupten, wenn R <(max B)* ,

denn B hat ja definitionsgemél keine "Liicken".

In meiner Implementation werden partielle Relationen mit Rest R kleiner als slp-
max (slp meint single large prime) in einer hash-table mit 2" Plitzen gespeichert. Als
hash-Funktion dient ein einfaches |[R/2|mod 2" . Bei Kollisionen, die keine
vollstindige Relation ergeben, wird nur die partielle Relation mit dem kleineren Rest R
behalten, da die Wahrscheinlichkeit fiir diese einen passenden Partner zu finden, grof3er
ist.
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Je groBer n ist, desto hdufiger werden Relationen durch Verkniipfung partieller

Relationen gewonnen. Bei sehr groBen Zahlen 5>10'"

wird man praktisch kaum
noch vollstindige Relationen aussieben, und ist ganz auf diese "partials" angewiesen.
Implementationen in dieser Wettkampfklasse gehen deswegen einen konsequenten
Schritt weiter und erlauben groBere Reste R, die ihrerseits faktorisiert werden: Beim OS
with two large primes werden auch "partial-partials" gespeichert und aus drei solchen
Relationen mit Resten R,=¢q,q, , R,=q,q; , R;=q;q, , die man mit einem

graph-cycle-finding Algorithmus findet, 148t sich das gewiinschte Quadrat

R, R, Ry=(q, CI2‘13)2
konstruieren (man greift das Problem sozusagen von zwei Seiten an...). Es sei hier noch
erwéhnt, dass der Schwellenwert des Siebs optimal eingestellt werden muf3, und dass es
eine Implementation des HMPQS with two large primes gibt, die den cross-over-point
zum GNFS vermutlich auf 130 Dezimalstellen nach oben verschoben hat.

Die Grofie des Siebs

In Andeutung der allgemeinen Heuristik fiir Suchalgorithmen, "man suche als erstes,
wo man glaubt etwas zu finden", haben wir bereits oben das Suchintervall

X:=[[Nnl-M;[Vn} M]
beschrieben. Wie gro3 muf3 M sein, damit man etwas mehr als # B Relationen findet?

In der Literatur findet man M ~# B’ . Fiir die konkrete Implementation ist das un-

wichtig, man durchsiebt z.B. nacheinander fiir k=0, 1, 2, ... kleine Teilintervalle

X =[[Wal+ (=1 [k 12]m ; [Val+(=D ([k/2]+1)-m—1]

k

der GroBe 2m abwechselnd unterhalb und oberhalb von [vn] mit groBer werdender
Entfernung. Im ungiinstigsten Fall hat man dann etwas weniger als ein Teilintervall
mehr durchsiebt als notig ist, um ausreichend Relationen zu ernten, die zu einer
Faktorisierung von n fiihren. (Die meisten Implementationen des QS sieben zunichst
alle Relationen aus, bevor mit der Elimination begonnen wird. Dann ist man auf eine
probabilistische Abschétzung fiir die Anzahl der benétigten Relationen angewiesen,
z.B. #B+20 . Da ich neu gewonnene Relationen sofort verarbeite, entfillt diese
Notwendigkeit.

Mit der Zeit entfernt sich nun x immer mehr von [Vn] und x*—»n wird immer
grofer und immer seltener B-glatt. Gibt es eine Mdoglichkeit, die x*—n irgendwie

kleiner zu machen?
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MPQS

Das QS sucht nach x€/ mit B-glatten f(x) , wobei f(x)=x’—n .Das
Prinzip p,|f (s;)=p|f(s;+zp,) fir alle zEZ gilt allerdings auch fiir jedes
andere Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten (ungeachtet zunédchst der Schwierig-
keit, die es moglicherweise bereitet, die passenden §; zu finden).

Betrachten wir nun das Polynom g(x)=(ax+b)’—n , das Quadrate modulo » ganz
im Sinne des QS produziert. Wenn wir zu einem gegebenen a nunein b wihlen, so
dass alp’—n , dann ist g(x)=a’x*+2abx+b*—n fiir alle x€Z durch a teil-
bar. Das Polynom /% (x):=g(x)/a wichst zwar stirker als f(x)=x’—n , aber da
man durch Wahl anderer a, b praktisch beliebig viele verschiedene Polynome
erzeugen kann, kann man das Polynom wechseln statt das Intervall zu vergroBern, um
ausreichend Relationen zu sieben. Das ist die Idee des Multi Polynomial Quadratic
Sieve, kurz MPQS.

Betrachten wir nochmal g(x) . Sei a<<n und b<<n . Dann ist g(x) eine
ziemlich schlanke Parabel mit einem Minimum etwa bei g(0)=b*>—n~ —n . Damit
im gesamten Siebintervall [—M ;+M | etwa gleich groBe Funktionswerte entstehen,
wihlen wir nun @ so groB, dass wir als Maximum g (M )=(a-M +b)*—n~+n er-

halten. Damit ergibt sich

<[¢

aideal ~

Beim QS durchsieben wir Zahlen der GroBenordnung  f ([Vn]+M)~2-M -\ n , fiir
das MPQS mit a~a,,, dagegen h(M)~nla N‘—;M\/; . Wihrend man beim QS
mit M ~#B> festgelegt ist, kdnnen wir bei gleicher Faktorbasis mit dem MPQS durch

Wahl eines kleineren M, kleinere Zahlen durchsieben, und entsprechend schneller findet
man Relationen.

In der urspriinglichen Version des MPQS ist aZB und, damit man es bei den
ausgesiebten Relationen nicht beriicksichtigen muB, wihlt man a=¢* selbst zum
Quadrat einer geeigneten Primzahl ¢ . Beim HMPQS, das wir weiter unten eingehend
beschreiben, sind die a dagegen B-glatt und gehen in die Elimination ein.

Der Nachteil des MPQS ist, dass mit jedem neuen a~a,, die s; fiir die
gesamte Faktorbasis neu berechnet werden miissen. Nach einem kleinen zahlen-
theoretischen Exkurs wenden wir uns direkt dem HMPQS zu, das zu einem B-glatten a
erstens eine grofiere Menge von passenden b und damit verschiedene g,(X) erzeugt,
und zweitens innerhalb dieser Menge von Polynomen eine schnelle Berechnung der
"Nullstellen" s; erlaubt.
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Modulare Quadratwurzeln

Beim QS bendtigten wir Losungen #; fiir r;=n(modp;) . In diesem
Zusammenhang wurde der Shanks-Tonelli-Algorithmus zum Ziehen modularer
Quadratwurzeln modulo einer Primzahl erwdhnt. Fiir ungerade Primzahlen gibt es zwei
Losungen, =*r; .

Beim MPQS miissen wir wegen der Bedingung a | b>—n zunichst ebenfalls eine
quadratische Kongruenz b*=n (mod a) fiir einen gegebenen Koeffizienten a 18sen.

Wihlt man a=¢> als Primzahlquadrat erhilt man ebenfalls zwei Losungen fiir b.

Nehmen wir nun an, a:H a, sei zusammengesetzt mit a, prim | a,#2 und
k#1=a,#a, Welche b erfiillen nun b*=n (mod a) ?
Aus b’=n (mod H a,) folgt fiir alle k2 b°=n (mod a,) und wir erkennen, dass
fiir jedes a, dieselbe Bedingung gilt, wie fiir die Primfaktoren der Faktorbasis,
niamlich (fk)z-i'l und dank Shanks-Tonelli konnen wir die beiden Losungen =p;

von Bi=n (moda,) fir alle k bestimmen. Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes

konstruieren wir nun aus den B; das gesuchte

bEZBk'a_k'ai (moda) mit a_k'aiEl (mod a,)
k k

wobei @, das multiplikative Inverse von a% modulo @, ist, welches existiert, da

a, und - teilerfremd sind (zur Berechnung verwendet man einen modifizierten

Euklidischen Algorithmus, siche invmod).
Nehmen wir nun an, a hitte d+1 Primfaktoren, also k€{0, 1, ..., d} , dann
ergeben sich wegen der Vielfachheit der B; insgesamt 297! verschiedene

d
b(u)=D_ u,b, (moda) mit bk-:ﬁk'a_k'ai und  pe(-1, +1)""
i=0 k

HMPQS
Diesen Zusammenhang nutzt das HMPQS aus, denn entsprechend viele unter-
schiedliche g,(x) konnen wir fiir ein geeigenetes @ in einem Abwasch konstruieren.

Betrachten wirnun g und v ,wobei v,=—p, firalle k€0, 1, ..., d} sein soll.
Offensichtlich ist b(u)=—b(v) . Leider ist

g4(x)=(a-x=b)'—n=(a(=x)+b)'—n = g,(~x)
und da wir in einem Intervall x€[—M ;+M | sieben, wiirden wir alles doppelt durch-
sieben. Um das zu vermeiden, miissen wir verhindern, dass alle Vorzeichen p, alter-

nieren und wir setzen deswegen Ho-=+1 und es verbleiben uns immerhin 2¢ ver-

schiedene Polynome g,(x)
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Um moglichst viele Polynome zu erhalten, sollte d also moglichst grof3 sein, a hat

n

also moglichst viele kleine Primfaktoren «; , und wegen (Z):+1 ist a B-glatt und
jedes a, teilt g,(x) firalle x€Z

Es bleiben zwei Fragen offen. Erstens: Wie berechnet man die s, fiirein g,(x) ?

d
Zweitens: Wie wéhlt man d und die @, €B , so dass a=H a,~a. ., 7
k=0

Der Hyperwiirfel

Im Abschnitt "das Sieb" hatten wir 7, mit r’=n (mod p;) definiert. Beim QS
mufite man sie fir alle p,€B berechnen, wegen ihrer niitzlichen Eigenschaft
P | f(xr +z-p;) fir z€Z . Beim HMPQS benétigen wir sie zunichst als B, ,
denn B;=r; fir a,=p,€EB . AuBlerdem brauchen wir sie zur Bestimmung der s,
mit der niitzlichen FEigenschaft p;|g(s,+z'p;) . Aus g(x)=f(ax+b) folgt
nimlich direkt a's,+b=r,(mod p;) . Um diese Kongruenz nach s; aufzuldsen,
bendtigen wir das multiplikative Inverse von @ modulo p; , nennen wir es d; mit
a-d, =1 (mod p,) . Dieses Inverse existiert aber nur, wenn ¢ und p; teilerfremd
sind, was nicht weiter stort, denn wenn p;=a, ist, wissen wir ja ohnehin, dass
P | g(x) , denn so hatten wir g(x) ja konstruiert (In meiner Implementation setze
ich factor-1/amodp «—1 , als Markierung fiir die p;=a, , die nicht eingesiebt
werden). Wir erhalten schlielich zwei Losungen

s, =d;(xr,—b)(mod p;)

J

Fiir jedes u miissen wir zunichst 5 (u) und dann fiir die gesamte Faktorbasis die

s ; berechnen, bevor wir sieben konnen. Ein nicht zu unterschidtzender Rechenauf-
wand! Bereits die beiden unabhingigen Erfinderteams des HMPQS haben sich hier
Gedanken gemacht: Jedes pu mit po=+1 entspricht der Ecke eines d-dimensio-
nalen Hyperwiirfels der Kantenldnge 2 und die umstdndliche Summenberechnung fiir
b(u) wird zu einer einfachen Addition, wenn wir nur systematisch von einer Ecke
zur nichsten wandern, also jeweils das Vorzeichen fiir nur ein u; wechseln. Wir

erreichen jede Ecke des Hyperwiirfels, wenn k£ einem Hamiltonschen Pfad folgt:
path(d): if d=0 then [ ] else path(d-1) & [d] & path(d-1)
z.B.path(4)=[121312141213121]
Sei also u'y=—u; und p'i=p; , dann ist b(u')=b(u)—2-u-b, (mod a)
Insbesondere ergibt sich s;(u’)=s,(u)+p,-2d;b, (mod p;) und es lohnt sich die

o . . .« g . . .
Werte 2a;b, in einem zweidimensionalen array (kip) zu speichern, bevor man den

Hyperwiirfel traversiert.

Uli Meyer iMPQs 10



Der a-Generator

d
Wie konstruiert man nun die @ mit a= H a,~a,,, und a,€B ?dsoll moglichst
k=0

grof} sein, die ausgewéhlten @, also moglichst klein. Wir erinnern uns: Die p;=a,
werden nicht eingesiebt. Wenn wir jetzt die kleinsten p,€B als a, verwenden,
erzeugt das Polynom /%(x) vermutlich seltener B-glatte Zahlen (sieche die Anmerkung
im Abschnitt zur Faktorbasis). d sollte aber auch nur so grof3 sein, da3 man wenigstens
einige a bendtigt, um » zu faktorisieren, damit sich der Aufwand den Hyperwiirfel fiir a
vorzubereiten gelohnt hat (siche analog dazu das Argument der Teilintervalle im
Abschnitt zur GroBle des Siebs).

Ich verwende daher nur a4, mit a,=p; und 29, < J<2q,,. . Innerhalb dieser
Schranken gibt es also 9=¢,,,,—9,.. gerade und ebensoviele ungerade j. Mit je drei

dieser ungeraden j, erzeuge ich nun alle (?) moglichen Produkte

fop:=p; P P, mit J,# /2% J5#

11111111

verteile ich nach ihrem Logarithmus auf einen array 4 der GroBe 7, wobei jedes
Element mehrere Tripel enthalten kann:

x—logtop,,,
log topmax_ log top min

Alindex (logtop)|—top mit index(x):=|

Nun erzeuge ich mit einer rekursiven Funktion systematisch aus den geraden j alle
moglichen Produkte a, bis a so gro3 geworden ist, dal es sich mit Elementen von A
erginzen laBt, so dass a-top~a,,, .Dazu startet man make-cubes (1,¢,)

make-cubes (a,q) :
if loga,,,—loga>logtop,. then
unless loga,,, ,—loga>logtop,,.
use-cube (a-A|index (loga,,, —log,)|)
elseif ¢<q,, then
make-cubes (a-p,,.q+1)
make-cubes (a,g+1)

In dieser schematischen Beschreibung wurde vernachléssigt, dass ein Element des
arrays leer ist oder mehrere fop enthilt, also kein oder gleich mehrere a~a,;, mit
use-cube erzeugt werden. Vielmehr sollte hier gezeigt werden, dass make-cube ganz
nebenbei die Dimension d des Hyperwiirfels erzeugt, und dass zuerst Hyperwiirfel mit
groem d erzeugt werden, und dass alle erzeugten a verschieden sind, da die beiden
Teilmengen von B (gerade und ungerade j) disjunkt sind.
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Allerdings hat es einiges an Experimentieren erfordert, bis ich verniinftige Parameter
gefunden habe, so dass der array einerseits nicht zu diinn besetzt ist (damit ausreichend
viele a enstehen), andererseits aber grof3 genug ist, so dass der Fehler

error<a)":la_aideall/aideal

klein ist. Fir n>10" verwende ich ¢,,=5 , ¢,.=105<% und verteile die
161 700 moglichen top auf 7=20 000 und erreiche error(a)<0,05% .

Fir n<10" entstehen auf diese Art zu wenig Hyperwiirfel, weshalb die top dann
aus nur zwei Faktoren zusammengesetzt werden. Unterhalb von n~10% ist §,.
zusétzlich durch # B/2 beschrinkt. Dies alles fiihrt zu einer geringeren Anzahl von
tops, dem mit T :=min{20 000, [#{top}/8]] begegnet wird. Trotzdem erreicht man
noch error(a)~0,5% und in einem Test mit 10° verschiedenen n~10* wurde
immer eine fiir die Faktorisierung ausreichende Menge von a erzeugt. Fiir 5 <10”
weiche ich auf den Algorithmus make-cublets aus, der auch die kleineren Elemente
von B hinzuzieht und error(a) vernachléssigt. Hier geht es nur noch darum die Liicke
zu primitiven Faktorisierungsalgorithmen zu schlieBen (Probedivision mit den ersten
100 000 Primzahlen geniigt bis n~10" ).

Da man iiber die Zusammensetzung der Faktorbasis nur probabilistische Aussagen
machen kann (die Wahrscheinlichkeit fiir (%)=+1 ist etwa —; ), besteht ein prin-

zipielles Restrisiko, dass make-cubes versagt. Dann wird die Faktorisierung mit der
ndchstsicheren der drei vorgestellten Methoden fortgesetzt.

Das Sieb im Detail

Um die Indizierung des Siebs effektiver zu gestalten, bilde ich zundchst das Intervall
X:=[-M ;M| auf Y:=[0;2M] ab. Das Siebpolynom lautet dann
h'(y)=h(y—M)=(ay+B)y+y
b —n

mit B:=2(hb—Ma) und y:=aM’—2bM+ ,
a

so dass je zwei Multiplikationen und Additionen mit bignums erforderlich sind, um ein

h'(y) zu berechnen. Die Initialisierung des Siebs S, [log,|'(y)|] wire viel zu
langsam, wenn wir A'(y) fiir jedes y€[0;2M]| berechnen wiirden. Stattdessen
bestimme ich fiir alle in Frage kommenden /€IN die Teilintervalle Y,CY | so dass

[log,|2'(y)l|=I fir alle y€Y, . Allerdings gibt es in jedem der vier Quadranten
der Parabel (je nach den Vorzeichen von %'(y) und y—z‘% ) je ein solches Teil-
intervall. AuBerdem bendtigt man die Umkehrfunktion von /4 '(y) , um die Grenzen

h'7'(2") der Teilintervalle zu bestimmen. Ich benutze FlieBkommaarithmetik, um die
dafiir nétigen Wurzeln zu ziehen.
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Nun kann man endlich die p; mit p j/f a einsieben. Selbstverstindlich sollte man
beide "Nullstellen" s; verwenden. Aus p,lg(s;) folgt p,|h'(s;+M) und bei dem
kleinsten y€Y mit p j|h '(¥) beginnt eine hoffentlich gut gedlte Schleife:

y<—sj+M+[%I_SL]-pj

repeat S,«8,~[log, p,]
yey+p,
until y>2M

Beim Aussieben, also S, < threshold, ist zu beachten, dass wir alle p; , also
auch die mit p,la , probedividieren miissen, denn g(y—M )=a-h'(y) kann durch-
aus durch Potenzen eines @, teilbar sein, nicht zuletzt da die @; moglichst klein

gewihlt wurden. Ergibt die Probedivision nun, dass ein %'(y;) B-glatt ist, also
h ’(yi>:h(yi_M):H p/e'“/
dann haben wir eine Relation gefunden, denn
glyi—M)=a-h(y—=M)=(a(y;=M)+b)'~n

ist ebenfalls B-glatt. Statt mit @ zu multiplizieren, um die 4@, anschlieBend wieder

herauszudividieren, schreiben wir die neue Relation lieber gleich so:
(i} {jle, mod2=1}+{j|(3k) (a,=p))}) mit x;:=a(y,—M)+b

und verwenden sie im Ubrigen wie im Abschnitt Elimination beschrieben.
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